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MATEMATICA — SOLUTII

1. Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale nenule pen-
tru care a® + b3 este o putere cu exponent natural a lui 3.

Solutie. a®+b* = (a+b)(a*—ab+b?), deci a+b = 3™, a*—ab+b* = 3,

unde m,m € N 2p
Datorita simetriei, putem presupune a > b (egalitatea a = b este
imposibild). Rezultd a = 3™ — b i 32" —3™Hp+ 30> =3"........ 1p

Fieb=p-39 cup,q €N, 3 fp. Deoarece a > 0, ¢ < m — 1. Pentru
¢ <m —2 (in cazul m > 2) obtinem ca

32m o 3m+1b + 362 — 32q+1<32m—2q—1 o 3m—qp + p2)
nu poate fi o putere a lui 3, deoarece paranteza nu este divizibila cu

3 si este mai mare ca 1 (dacd 2? —zy +y* < 1 si 7,y € N*, atunci
(r — 2y)? + 32% < 4, posibil doar pentru z = 1,y = 1). Deducem

g=m—1si,decarece b< 3", p=1lsaup=2.................... 3p
Daca b = 2-3™ ! rezulta a < b, imposibil in cazul analizat. Obtinem
astfel solutiille b=3%a=2-3%. . ... ... . . . 2p
Din simetrie, avem i solutiile a = 3%, 0 =2-3°, unde s e N ... .. 1p

Observatie. Putem porni rezolvarea problemei si scriind (a + b)? =
(a+b) ((a+0b)? — 3ab) pentru a dovedi ca a +b= 3" ab=2-3% g
apoi sa obtinem solutiile {a, b} = {3°,2 - 3°}.

2. Vom spune ca un numar real x este pseudointreg de grad n (unde
n este un numar natural nenul) daca numarul z" — x este intreg.

Aratati ca, daca x este pseudointreg de grad 2 si, totodata, pseudo-
intreg de grad n pentru un numar natural n > 3, atunci x este numar
intreg.

2

Solutie. Din ipoteza avem x° = = + a,a € Z. Aceasta ecuatie are

A=T1+4a,deci a>0.. ..o 1p
Observam ca 2® = 22 +ax = (a+1)z+a si, inductiv, 2™ = @, 2+ by,
CU Gy by € N 3p
Daca a = 0, atunci z = 0 sau x = 1 si problema este rezolvata...1p
Dacaa > 1, atuncia,, > 1,Vm >3 ....... ... ... ... ... 1p
Din 2" — 2 = (a, — 1)z + b, € Z deducem ca x este rational ....1p
In cazul © = §= cu (p,q) = 1si ¢ > 1 obtinem 2% —z = ’% cu

(¢g,p —q) =151 ¢ >1— contradictie — deci = trebuie sa fie intreg .. 2p



